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Partie I : Quelques propriétés de la distance à un fermé 


I-A : Généralités 


1. Soient À et B deux parties non vides de E avec À € B. Soient x € E. Alors, par définition : 
VbE B, dg(x) < d(x,b). 

En particulier, tout élément a de À étant aussi élément de B, on a : 
Vae À, dp(x) < d(x,a). 


Ceci signifie que dg(x) est un minorant de l’ensemble D — {d(a, x) :a€ A}. Or, par définition 
de la borne inférieure, da(x) est le plus grand minorant de ©. Donc : 


AC (ae, dn(x) < da(x)). 


2. Soient À une partie non vide de E, et x € E. Pour tout réel positif r, on note Z(x,r) la boule 
ouverte de centre x et de rayon r, c’est-à-dire : 


B(x,r)={yeE | d(x,y) <r}. 
On à alors les équivalences : 


reÂA ee Ve>0, B(xe)nAZ£S & Ve>0, LE A|d(x,a)<e, 


et donc : 


ze À & d(x,A)=0. 


3. a) Pour tout (x,y) € E? et tout a € À, l'inégalité triangulaire permet d’écrire : 
da(x) < dx, a) < d(x,y) + d(y, a), 


c’est-à-dire que d(x) — d(x,y) minore l’ensemble D’ = {d(y, a) ; a € A}. Or, da(y) est le plus grand 
minorant de D’, donc : 

da(æ) — d(x,y) < da(y), 
et donc : 


V(x, y) € Fe da(x) < d(x, y) + da(y). 


b) En inversant les rôles de x et y on à aussi : 
V(x,y) € E°,  da(y) — da(x) < d(y,x), 
ce qui permet d'écrire : 
V(x,y) € E?, |da(x) — da(y)| < dx, y), 


ce qui signifie que 


dA : E — R est une application 1-lipschitzienne. 
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4. Soit re E. 
. Puisque À C À, d’après 1. : dy(x) < da(x). 
. Soit y € À. Alors d’après 2. : dx(y) = 0 et, d’après 3. : 


da(æ) = da(x) — da(y) < d(x, y). 
Ainsi, da(x) est un minorant de D” = {d(x,y) ; y € A}, d'où : 


On en déduit donc que : 


soit : 


da = dy. 


5. a) Soient À et B deux parties fermées non vides de E. 
@) Supposons que dA = dg et considérons x € À. Alors : 


0 = d(x, À) = d(x, À) = d(x, B) = d(x, B), 


donc, d’après 2. : x € B = B. Ainsi, tout élément de À appartient aussi à B, c’est-à-dire : À C B. De 
la même manière, on a aussi B C A et donc À = B. 


(=) Réciproquement, si À = B, alors évidemment d4 = dg. 


On a donc démontré que : 


si À et B sont des parties fermées et non vides de E, alors : da = dg & A =B. 


b) Si Aet B sont deux parties non vides de Æ, alors on a l’équivalence : 


da = dg & A = B. 


6. Soient À un compact non vide de E, et x € E. On considère g:a € Ar d(x,a) ER}. Alors, 
l'inégalité triangulaire donne : 


V(a, a!) € A?, |g(a) — g(a’)| = [d(x, a) — d(x, a')| < d(a, a), 


ce qui montre que g est continue sur le compact À puisqu'elle est 1-lipschitzienne. On en déduit que 
g(A) est un compact de R, c’est-à-dire un segment. En particulier g atteint sa borne inférieure : 


Ja € A | dA(x) = d(x, a). 


7. On suppose ici que E est un espace affine euclidien, d étant la distance euclidienne associée, et 
que À est un fermé non vide de Æ. Soit m € E. 


. Sime A = À, alors da(m) = d(m,m) = 0. 


. Sim € À, alors le complémentaire A° de À dans Æ étant ouvert : 


Æ>0|Z(m,e)}NnA=S. 


Soient à € À, 8 = d(a,m) et K = AN Z(m, 6). Alors, K est un fermé comme intersection de 
deux fermés, et K est aussi borné car K € S(m, 56). Puisque E est de dimension finie (puisqu'il 
est euclidien), K est un compact de E. Donc, d’après 6. : 


kE K | dk(m) = d(k,m). 
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Or, si a € À alors soit a € K et alors : 0 > d(a,m) > dx(m) = d(k,m); soit a € K et 
alors d(a,;m) > ô > dx(m). Donc, dans tous les cas, on a : d(a,m) > d(k,m) et donc : 
da(m) > d(k,m). Enfin, puisque k € K et K C À, on obtient finalement : 


3k € À | da(m) = d(k,m). 


8. On suppose ici que E = R, que À est une partie non vide de R telle que : 


VER, 1la€ À | da(x) = d(x,a) = |x— a]. 
a) Supposons que À ne soit pas fermé. Il existe donc un réel x € À \ À et alors : 
Va € À, d(x,a) > 0 et : da(x) = 0 


ce qui contredit l’hypothèse. Donc 


À est fermé. 


b) Supposons que À ne soit pas un intervalle (A contient donc au moins deux éléments). Il 
existe donc deux réels a et a/ de À, avec a < a/, et tels que : 


LL] 


xeJja,a[, x £ A. 
Considérons les ensembles 
A_={aeAl|a<zæ}=AnN]-0,x] et : A;={acAl|a>zx}=Anfx,+ool. 
L'ensemble AÀ_ est non vide, puisqu'il contient a, est fermé comme intersection de deux fermés, 
et est majoré par x : il possède un plus grand élément a. De même, À, est non vide, fermé et est 
minoré : il possède un plus petit élément a2. On a donc : 
ai < ZT < G2 et : Vy E l&,a2, yéA. 


a2 


a 
En particulier, y = L n'appartient pas à À et : 


d(y, À) = {y — ai] = |y — |, 


ce qui contredit l’hypothèse : on obtient donc une contradiction ; 


À est un intervalle. 


A- a ai a2  q/ A+ 
———————— ——— — — —————— 
0 x y 


9. Soit p le projeté orthogonal de x sur H : on sait que dx(x) = = ||xp|. Notons a = . +. + a2. 
Alors xp est orthogonal à H, one colinéaire au vecteur A unitaire 7 = L(a1,...,an). ou il 
existe À € R tel que : xp = À, et donc : 

À À 
p=ÀiT+z— (lata+... late). 
a a 
De plus, p € H, donc : 


À À 
ai |—a+z) +: + an (an +Zn] +b=0, 
(02 (02 


d’où : 

Aa + (ait +: + ann + 0) = 0, 
et donc : 

À = M1 +71 + nn +b 
a 
On obtient donc : 
IxB| = JA] = DA, 

et donc : 

= [ait = + ue b| 

af +... + a2 


I-B : Quelques exemples dans M,(R) 


10. a) Puisque u est symétrique (réel), u est diagonalisable dans une base orthonormée Z — 
(£1,...,€n) de vecteurs propres; pour © € [1,n], on notera À; la valeur propre associée au vecteur 
propre €;. Soit x € E tel que |[x|| = 1. Il existe alors un unique n-uplet (x1,...,x,) € R” tel que : 


T = LE + °° +TyEn. 
On en déduit que : 
u(x) = œiu(ei) +: +tnu(En) = 21)1€1 ++: + EnÂnEn. 


e En notant : max À; = À;,, on a alors : 


<i<n 
Vie [1,n], OL < À; 
et donc : L 
2 
fu(æ) = SC)? =D SAS a = Xe = À, 
i=1 
d’où la majoration : [ju] < À;,. 


e De plus : 
u(r)= ie, donc: |u(s)| =, 


d’où la minoration : [ju] > À;.. 


Finalement : 


ul = À. 
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b) En notant u l’endomorphisme de R” canoniquement associé à A € M, (R), on à : 


À. 


AÏ = [fu] = max À= max 
XESp(u) XESp(A) 


11. Soit M € GL,(R). 


a) Alors : 
CU M) _ tMt(M) = iM M, 


ce qui signifie que {M M est symétrique. Ainsi, (M M est diagonalisable dans une base orthonormée 
de vecteurs propres, c’est-à-dire (en notant ÀA,...,X, les valeurs propres de {M M) qu'il existe une 
matrice orthogonale P telle que : 


tP(M M)P = Diag(M,..., À). 


Comme M est supposée inversible, son déterminant est non nul donc il en est de même de ‘M M 
2 
puisque : det(tM M) = (det(M)) . Or, puisqu'on a aussi : 


nm 
det(tM M) = [[ x, 
i=1 
il s’ensuit que les valeurs propres de {M M sont non nulles. 
De plus, pour tout X € M, 1(R) : 
IX CM M)X = {MX)MX) = |MXIP > 0, 
ce qui prouve que {M M est positive : ses valeurs propres sont donc positives. On peut donc considérer 
les matrices : 
R=Diag(y/M,:., Va) et C=PR'P, 
de sorte que, d’une part, Cet R aient les mêmes valeurs propres, d’autre part : 
iC={(PR'P) =(tP)tR'P = PR'P =C, 
donc C'est symétrique et enfin : 


Ce=(PRP\(PRP) = PREPP)RP = PR P= PDA) ee = MM 


Il existe C' € M,(R) symétrique à valeurs propres strictement positives telle que : C? = {M M. 


b) Puisque C est diagonalisable à valeurs propres strictement positives, C est inversible. On 
peut donc considérer la matrice U = MCT!. On a alors : M = UC et aussi : 


DU = (MOT MMC = {CN MMCO" = (OC) CMM)C", 
donc, puisque {C' = C' et que C? = ‘M M : 
UU=CTIC?C = I, 


Il s'ensuit que U est inversible et que VU! — {U, c’est-à-dire que U est orthogonale : 


AU € O,(R) | M =UC. 


12. a) On sait que la fonction det est continue et on peut écrire : 
F = {ME MAR) ; det(M) = 1} = det”! ({1}. 


Ainsi F est l’image réciproque d’un fermé par une application continue : 


F est un fermé. 
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b) Pour tout x > 1, la matrice M(x) = Diag fe, 1, re 1) appartient à Æ et, d’après 10. : 
IA (x)|| = x. Ainsi, 7 n’est pas borné : 


Æ n’est pas compact. 


13.e Soit M € 7. Alors det(M) = 1 Æ 0 et donc M est inversible. D’après 11., il existe un 
unique couple (U, C'), avec U € O,(R) et C € MAR) symétrique réelle à valeurs strictement positives 
vérifiant C? = M M, tel que : M = UC. 


D'après 10., on sait que : 
C1 = \ Rex À> 1. 


ESp(C) 

Soient x € Æ tel que [[x]| = 1, et u un endomorphisme orthogonal de E. Alors on sait que u 
conserve la norme, donc : |u(x)|| = 1. Ainsi, si x est un vecteur de norme 1, alors u(x) est aussi de 
norme 1, donc : 

lul= sup [ut] =1. 
z€E, ||x||=1 


Ainsi, puisque C = UM, et que U-! = U est orthogonal, on a : 
1< CI = UCI < IUT II = MI. 


Il s’ensuit que : 


e De plus, 1, € F et : 


d(0n,1n) = [Hall = del = sup |lds(x)] = sup |Ir| =1, 
2€E, [xl =1 2€E, [x||=1 


donc : 


e Finalement : 


14. Reprenons les notations de la question précédente. On à vu que : 
1 < [ICI < MI, 
donc : [M] =1 = |C|| = 1, c’est-à-dire que la plus grande valeur propre de C'est 1. Or, on a aussi : 
det(M) = det(UC) = det(U) det(C) avec  |det(U)] = 1. 
Il s'ensuit que : |det(C)| — 1 et puisque 
det(C)= J[ À1>0, 
XE€ESp(C) 


on a : det(C) = det{(U) = 1. Les valeurs propres de C' sont donc positives, inférieures à 1 et leur 
produit égale 1 : elles sont donc toutes égales à 1 et donc, en reprenant les notations de 11.a) : 


C=PI, P=L. 


Il s’ensuit que M = U est orthogonale. Réciproquement, on à vu que toute matrice orthogonale a 
pour norme 1. Donc : 


VMEF, (d(0,M)=1& MEO,(R)). 


15. a) Soit À € M, (R) telle que || A|| = 1. Alors, la série géométrique ÿ_1IAfP converge, donc 
pEN 


si |A] < 1, alors la série 5 A? converge absolument 
pEN 
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et, pour tout po € NN: 
Po Po po 
So s) (nù—A)= 39 APN A2 I, — Art, 
p=0 p=0 p=0 


Or: lim A4? —0,, donc : 


p— +00 
ow)( (In — À) =, 


ce qui signifie que 


(In — À) est inversible et : (11 — À) F” => AP. 


1 
b) Soient T € GL,(R) et M € M,{R) telles que : [T — M| < ET 


Puisque 1, — TIM =T-!(T — M), alors : 
In - TM] < IT] IT - MI < 1. 


Donc, d’après 15.a), 1, — qe _ TM) — TM est inversible. Le produit de deux matrices 
inversibles étant inversible, il s'ensuit que 


M € GL,(R). 


16. Soient T € GL,(R) et M € M, (R) telle que det(M) = 0. D’après 15.b), puisque M n’est 
pas inversible (et par contraposition) : 
1 
IT 11 


IT - M 2 


Il s'ensuit que 
d(T, S) > 


IT 


e Considérons la décomposition polaire T = UC de T'et notons 0 < À < ...X, les valeurs propres 
de C. D’après 11., il existe une matrice orthogonale P telle que : 


C=PDisiss AP 


On sait de plus que C' est inversible, et que les valeurs propres de C7! sont Nr …, À, 1 Il s'ensuit 
que : 
1 1 —1 
IC] = max ==x 
XESp(C) À 


On peut donc écrire : 
IT] = NOT UT < CUT = NCA = AT. 
En prenant M = U PDiag(0, 2,...,n)'P, alors M € .S et : 
T-M= UP(Diag(x, A A CU ne 1) tP = UPDiag(\,0,...,0)P=UC", 


avec C’ = PDiag(A,0,...,0){P symétrique réelle à valeurs propres positives. D'où, d’après 10. : 


! LATE — 1 
d(T, M) = 1T - M] < AUITICN = IC = à = ET 


e Finalement : 


Partie IT : Points d’une courbe à égale distance d’une droite 


17. a) La fonction f est de classe &® sur R et : 


2(e7+1)—2re7 Ae”+1-re) 
RER MO Gap 7 a 


Considérons la fonction D: € RH e* +1 — re”. Alors 4 est de classe 6 © sur R et : 
VxER, (x) =-xre*. 
Par croissances comparées, on a : lim xe* = 0, donc: lim (x) = 1. Et aussi, en écrivant 
Z— —00 T——00 
d(x) = (1 x)e° +1 : 


lim (1—x)=-œ et lim e*=+c, d’où: lim (x) = —-oo. 
æ—+00 æ—+00 æ— +00 


On a donc le tableau suivant : 


x —00 0 a +00 
d'(x) + Ô + 
Lo 
Lo) __ 
re 
1 —0O 


Sur |—-co,0], # > 1 donc 4 ne s’annule pas. Sur [0,+æ{, 4 est strictement décroissante. C’est 
donc une bijection (continue) de [0,+co!{ sur y([0, +o0|) = ]-c, 2]. En particulier, il existe un unique 
a € [0, +oo! tel que : Y(a) = 0. 


De plus : #(1) = 1 et #(2) = 1 —e? < 0, donc :|a € ]1,2]. 


Enfin, on a: lim f(x) — —c, et, par croissances comparées : lim f(x) = 0. On a donc le 
T—+ —00 T—} +00 
tableau suivant : 
x — 00 0 a +00 
J"(æ) + () - 
0 
ae 0 
2 
b)Ona: lim ce lim =2et: 
T——-o TZ æ——00 ET +] 
2 —2x e° 
f(x) — 2x = Le +1 — 2x = = A 0 


par croissances comparées. Il s’ensuit que la droite d d’équation y = 2x est asymptote à T (au voisinage 
de —c). 
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La courbe la donc pour allure : 


18. On utilise une dichotomie. 


Procedure alpha(epsilon) 
a :=1 # Initialisations : à € ]1,2| 
b :—2 
Tant Que b — a > epsilon 
m := (a +b)/2 
y:=1+(1-—m)xexpo(m) 
Si y = 0 alors # Cas où on a trouvé a 
à :—=m 
b :=m 
Si y > 0 alors 
à :—=m 
Si y < 0 alors 
b :=m 
Fin Tant Que 
Afficher m 


19. La fonction f étant continue sur R, elle est intégrable sur tout segment de R. De plus, par 
croissances comparées : 


: a. - 1 
lim x?f(x)—=0, d’où: JG) = o( À 


æ— +00 x? 


+00 
Or, l'intégrale de Riemann 1 —; converge donc, par comparaison d’intégrales de fonctions 
1 T 


+00 
positives, l'intégrale / f(x) dx converge aussi. Donc : 
1 


f est intégrable sur [0, +. 
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+00 
20. Pour tout n € IN, on a : fh(0) = 0 donc : 3 fn(0) = f(0) et, pour tout x € R' et t no € IN* : 


n=0 
no no no 
D _fn(t)=2re *V (1e "= 2re *Ÿ (—e 7}. 
n=0 n=0 n=0 
Or : | e”| —e * < 1, donc la série géométrique JS (- e *)" converge et on peut écrire : 
+00 
L 2xe * 2x 
n = 2 TA = = = & 
2f (æ) Le 1—(-e-?) 1+e-t er +1 f(x) 
Ainsi 
+00 
sur [0,+oo], on a l'égalité : jf, = f 
n=0 


21.e Pour tout x > 0, la série numérique 5e fn(æ) est alternée. Donc, pour tout no € IN, le reste 


d'ordre no est majoré par |fn,+1(r)| c’est-à-dire : 


| Rno (æ)| Es < été) = 2re (ro+2)z 


Sfax) — f(x) 
n=0 


donc, si 0 < a < b < + et si x € [a, b], alors : 
[Rte ur. 


Cette majoration des restes est indépendante de x et montre que les restes tendent uniformément vers 
0 sur tout segment de [0,+cl[. Donc, la série de fonctions ÿ fn converge uniformément vers f sur 
tout segment de [0, +oo!. 


1 
e Pour tout n € IN, et comme pour f, on a : fh(x) = o(=) donc f, est intégrable sur [0, +oof. 
co \x 
e Pour tout n € NN et tout x € [0, +! : 
| fn (x)| £<2xe ”, 


la fonction x + 2re * étant intégrable sur [0, +oo[ (de même que pour f). 


e On en déduit que : 


+00 +00 +oo f+oo +00 
>» (/ fa(t) a) = | o 20) dé = | f(E) dé. 


n=0 


Or, pour tout n € IN, la fonction f, étant de classe €!, on peut effectuer une intégration par 
parties, d’où : 


+00 +0 
L fn(t) dt = 2-1)" f te qe 
0 0 
e-(r+1)# +00 +00 e-(#+1)t ) 
= 2(—1)" Ê | dé 
Fr | Re Dh, 4 -R+5 


: din ii re 2(—1)" Ê 
n+1 Jo n+1 L-(n+1) 


0 


On en déduit donc, en séparant les termes d’indice pair des termes d’indice impair (ce qui est 


jy 
possible car la série D. i ) 


——— converge absolument), que : 
n +1)? ge absolument), q 


=0 
—., 1 
7 D Gr 2 F) 

a s 1 É 1 > 1 
SO 2 02) —+ (2p + 2)? 
: +00 1 1 1 
_ DCE 2 + 

+00 1 


et donc : 


22. a) Soit A(x1,yA) un point de R?. Une équation de A étant y — 0, d’après 9. on a : 


_ [0x 4 + lyal _ 
VO + 
Ainsi, avec M; (x, f(x1)) et M (x2, f(æ2)). On à : 


d(A, A) yat. 


[d(M,A) = d(M, A) & |f(m)| = |f(œ)|.| 


b) Soit x € ]0,a] et Mr, f(x)). Alors, puisque f est continue et strictement croissante sur 
]0, a], on a : 
Ï(æ) €]f(0), f(a)] = 10, f(a)]. 
Or, f est continue et strictement décroissante sur [a,+oo[ : c’est donc une bijection de [a, + 
sur f([a,-+oo[) = ]0, f(a)]. On en déduit que : 


1ly € [a,+oo | f(y) = f(x), 


c’est-à-dire 


il existe un unique point N de T, d’abscisse y € [a, +oo[, tel que : d(M, À) = d(N, À). 


23. a) D’après 17.a) 


f1 (resp. f2) est strictement crissante (resp. décroissante). 


Pour tout x € ]0,a], on a donc : 


f(x) = f(x) = f(y) = (y) = R((x)), donc: w(x) = fr (f(x) 


d’où : 


D fe 


b) Puisque f est continue, il en est de même de f1 et f2, donc aussi de f3 let donc : 


Y est continue. 
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De plus, f2 étant strictement décroissante, il en est de même de f; !, Et puisque fi est strictement 
croissante, il s'ensuit que 


4 est strictement décroissante. 


Enfin, d’une part : lim f1(x) = 0 et, d'autre part: lim f2(x) = 0 donc : lim f, ‘(x) = +00. Par 
æ—0 æ— +00 æ—0 


composition de limites de fonctions continues : 


lim @(x) = +co. 


æ—0 


24. Par définition, pour tout x € ]0, a], on a l'égalité : f(x) = f(w(x)), soit : 


2% _ 2p(x) 2p(x) ee?) 
1+et  1+es(®)  e-v() +1 


On en déduit donc, puisque les quantités sont strictement positives : 


In + in ( ) = In2+In (o(x)) — @(x) —In (1+e-r@), 


2 
1+et 
d’où : 

pa) px) (x) p(x) p(x) 
Maintenant, d’après 28.b), w(x) tend vers +o lorsque x tend vers 0, donc on en déduit que : 


In x m2 In (e(x)) : In (1 +e7#()) m(.2) 


et donc : 


25. La fonction est de classe © sur KR, donc f et f2 sont de classe @% sur leur domaine de 
définition. De plus, puisque f} ne s’annule pas sur Ja, +co{, alors f, * est de classe € sur ]0, f(æ)|. 


Par composition, 


4 est de classe &® sur ]0, «|. 


26.e Tout d’abord, d’après 17.a), on a : 


VrenR, f'(x) = Te 


donc : 
2Y'(x)  Ay(x) e” 
CENT 


VxeR, f(x) = 


On en déduit, puisque Ÿ(a) = 0 : 


24" (a) —2ae* 2. 


PIE Tan © Tenip <Ù 


e Ensuite, d’après la formule de Taylor-Young, au voisinage de « on a : 


donc : 


e Or, puisque pour tout x € ]0, a], on a : f(x) — f(e(x)) et que w(a) = «, on en déduit que dans 
un voisinage à gauche de a : 


d’où on déduit : 


=——— f'(a) d'où: (px) — a)” pe (x — a}°. 


Or si x € ]0, a, alors x — & < 0, et d’après 28.b) v est strictement décroissante sur ]0, a] donc : 
px) — a > g(a) — à = 0. Il s'ensuit que : 
p(x) — (a) > —(x — a), ou px)=a-(r-a)+o(r- a), 


(02 œ 


d’où on peut conclure que : 


4 est dérivable en a et : w'(a) = —1. 


Partie IIL : Courbe médiatrice de deux fermés dans R? 


27. a)Si À est un point et B une droite horizontale alors, d’après le rappel donné au début du 
sujet, 


la courbe médiatrice de À et B est la parabole de centre À et de directrice B. 


l'A,8 


b) On suppose que À = {(0,1)} et B = {B1(—1,—1), Ba(1, —1)}, et soit M(xm,ym) € R?. 
La médiatrice de [B1, B2], qui est la droite d’équation x = 0, sépare le plan en deux demi-plans : 
l’un d’inéquation æ < 0 correspondant aux points qui sont plus proches de B; que de B2; l’autre 
d’inéquation x > 0 correspondant aux points qui sont plus proches de B2 que de B1. 


e Ainsi, si tm < 0, d(M, B) = d(M, B;) et donc : 
d(M, B) = d(M, A) & d(M,B;) = d(M, A) & M appartient à la médiatrice 01 de [A, B1]. 
e De même, si tm > 0, alors d(M, B) = d(M, B2) et donc : 


d(M, B) = d(M, A) & d(M, B2) = d(M, À) & M appartient à la médiatrice d2 de [A, B2]. 
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la courbe médiatrice de À et B est la réunion des deux demi-droites 61, x < 0 et 02, x > 0. 


28. a) Soient a € A et t > 0. Par définition, on a : 
d((xo;t), A) < d((xo;t), a), 
et puisque B est situé au-dessous de À et que (x0,t) est situé au-dessus de A : 
d((xo;t), B) > d((xo,t), À) =t. 


Il s'ensuit que : 


VE2>0, ®,,(t) = da(to,t) — dp(rost) < d((xo,t),a) —t. 


b) En notant (x,,%) les coordonnées de a, on a : 


(d((xo,t), a) — +) (d((ost),a) ++) = d((rost), a) - À 
= (ra — 20) + (ge 


= ((æe EE to)” + 2) — 2Ya t. 
Donc, en posant : = —((xa — to)? + y2) et À = 2ya > 0, on obtient : 
(d((æot), a) — !) (d((æot), a) + !) = -(Àt+u). 
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Or, sit > 0, alors : 
d((xo;t), a) En t > 0, 


et, sit < 0, alors, comme en 28.a) : 
d((xo;t), a) > d((xo;t), A) ——t, donc: d((xo;t), a) +t> 0. 


On peut donc conclure : 


XM+u 
d((o;t), a) +t 


11>0,WER|VER, d((xo,t),a) —-t= 


Sit> . alors À + u > 0 et donc : d((xo;t), a) —t< 0. D’après l'inégalité obtenue en 28.a), il 


s'ensuit que : 


1 


Jo ER | Po (to) < 0. 


c) De même, soient be B et t < 0. Alors on à : 
dg(xo;t) < d((xo;t),b) et  dA(xost) > da(to,t) = —t, 


donc : 
Bro(t) > —d((xo,t),b) — t. 


Or, en notant (x4,w) les coordonnées de b, on a comme précédemment et pour tout t € R : 
(d((ot), b) pl t) (a((ro, t); b) + 1) A (Ge cu ïo)” + ik) +. 2ypt 7 € + He, 
avec : = —2y, > 0 et p/ = (tr — To)? + Ye. 


Or, si t < 0, alors 
d((xo;t),b) —t > 0, 


et, si t > 0, alors : 
d((xo;t),b) > d((æo,t), A) =t, donc:  d((x0,t),b) —t > 0. 


On peut donc conclure : 


AW >0, WER|VER, -d((rot),b) -t— 


. 


Enfin, si t < . alors X't + y! < 0 et donc : —d((xo;t), b) —t> 0, et il s'ensuit que : 


LL] 


HER | Px(t1) > 0. 


d) La fonction ®,, est continue sur R et on à vu qu’il existe deux réels to et t1 tels que : 
Ps(to) < 0 et P3,(t1) > 1. D’après le théorème des valeurs intermédiaires, 


1 


yo ER | Px, (yo) = 0. 


e) Soit m(xo, y) avec y < yo. Considérons la médiatrice l,, du segment [a, b]. On sait qu’elle 
partage le plan en deux demi-plans : l’un correspondant aux points qui sont au-dessus de l,, et qui 
sont plus proches de a que de b qu’on notera Z, ; l’autre correspondant aux points qui sont au-dessous 
de l,+ et qui sont plus proches de b que de a qu’on notera 4%. 


Puisque 
d(m,b) = dp(mo) = da(mo) < d(mo, à), 
ce qui signifie que m € 3. Or, la droite (ab) n'étant pas horizontale puisque ya Æ Yo, Tab n’est pas 
verticale. Ainsi, m étant au-dessous de mo, m est aussi au-dessous de ls, c’est-à-dire : m € %, ou 
encore : 


d(m, b) < d(m, a). 
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/ 
/ 
4 
/ 
’ 
/ 


À dA(Xo, Yo) 


m(xo, y)  dr(o. yo) NN 
B 


dg(m) < d(m,b) et a € A | da(m) = d(m, a). 


Or, on sait que 


On obtient donc : 
Px0(Y) = Ba(m) — dg(m) > d(m, a) — d(m,b), 


et donc, d’après l’inégalité précédemment prouvée : 


Pro(y) > 0. 


f) On démontre de même que pour tout y > yo, Px (y) < 0. Il s'ensuit que : 


Vao ER, 1!% € R | Sx,(vo) =0 soit:  da(ro, Yo) = dg(to, Yo). 


Ainsi, 


l’application 64 8 : &o € R + yo € R admet l'4,8 pour graphe. 


29. Supposons que la suite (u,)hen ne converge pas vers  : il existe donc € > 0 tel que : 


VREN INEN(N>net [uv-o|>e). 


e En particulier pour n = 0, il existe no > n tel que : hé — o| > €. 
De même, pour n = no, il existe n1 > no tel que : [un, — €] > €. 


e Supposons qu’on ait défini les termes (us, )ogigp tels que : no < n1 < ... < n, et que : 
Vi € [0,p], lun, — o| > €. Alors, de même, il existe n,41 > n, tel que : [un,,, —0|>Ee. 

On construit ainsi une suite v = (uh, jen extraite de (u»)»en dont o n’est pas une valeur d’adhé- 
rence. 


e Or, si cette suite v possède une valeur d’adhérence, alors ce serait aussi une valeur d’adhérence 
de (un)nen, c’est-à-dire que ce serait o, ce qui n’est pas le cas. Donc v ne possède pas de valeur 
d’adhérence. 


Or, la suite v est bornée (puisque (u }nen l’est), donc d’après le théorème de Bolzano-Weierstrass, 
elle possède (au moins) une valeur d’adhérence : d’où une contradiction! 


Finalement : 


si la suite bornée (u,)hen ne possède qu’une seule valeur d’adhérence 5, alors elle converge vers ©. 
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30. a)e Soit mo € l'A,p. D’après 28.b) avec t{ = yo, on à : 
Va € À,  (d(mo,a) — yo) (d(mo, &) + yo) = —2yayo + (to — Ta)* + y£) 
avec d(mo, a) + yo > 0. Supposons que d(mo, a) — yo < 0 ; on aurait alors : 
d(mo,a) < yo donc:  d(mo,a) < d(mo, A)et y > 0, 
d’où : 
d(mo, a) < d(mo, À) < d(mo, B), 


ce qui est contradictoire avec le choix de mo pour lequel il existe a € À tel que : d{mo, a) = da(mo) = 
dp(mo). Donc, on à aussi : 
d(mo, a) + Vo 2 0, 


ce qui implique que : 


et donc, puisque ya > 0 : 


e De même, d’après 28.c), on a : 
VbE B,  (d(mo,b) — yo) (d(mo, b) + yo) = —2yeyo + ((xo — ri) + we) > 0 


et donc, puisque y < 0 : 
(to — 2e) + y 


> 
Yo Z 2y 
e Ainsi, avec 
X — 2 2 NV 2 2 
pes Le pr ER 
2Ya 2yb 


on peut conclure que : 


il existe deux polynômes P et P: de degré 2 tels que : Pi < pA,B < P2. 


b) D’après 30.a), on a : 
VnEN, Piftn) < Yn < Pa(tn). 


Puisque la suite (x,)hen converge vers x et que P; et P2 sont continues sur R (donc en x), 
les suites (Pts) les et (Ptn)),en convergent respectivement vers P.(x) et P2(x). On en déduit 
qu’elles sont bornées : 


aBER|VREN, a< Pi(zn) < Polar) < B, 


LL] 


et il s’ensuit que 


la suite (Yn)nen est bornée. 


c) La suite (Y»)nen étant bornée, elle possède au moins une valeur d’adhérence. Supposons 
donc que (Yn)nen possède deux valeurs d’adhérence 01 et o2. Il existe alors deux suites extraites 
(Yri(n)) et (st) convergeant respectivement vers o1 et o2. 


Puisque pour tout n € IN, (t»,Yn) € l'A p,ona: 
VnEIN, dA(tn(n);Yni(n)) = dB (tn (n)>Un(n))- 
En faisant tendre n vers +co, et par continuité de dA et dg, on obtient : 
da(x,01) = dp(x,o1) soit: ®,(o1) = 0. 
De la même manière, on a aussi 
da(x,02) = dp(x,02) soit: ®,(o2) = 0. 


Or, d’après 28., D, s’annule en un unique point. Donc o1 = 02 : 


la suite (y,)nen admet une unique valeur d’adhérence. 
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d) La suite (Yy)nen est donc bornée et possède une unique valeur d’adhérence. D’après 29., 
on en déduit qu’elle converge. En notant y sa limite, on peut écrire : 


Vn € NN, dA(Tn, Yn) nu dp(tn, Un) d’où : dA(x,y) = dg(x, y), 
ce qui signifie que y = A, p(x). 


On a donc démontré que pour tout x € R et pour toute suite (x, )1en convergeant vers x, la suite 
(Un})neN = (ga, B(tn)),en converge vers y = pA.pB(x). D’après la caractérisation séquentielle de la 


continuité, cela signifie que 


la fonction 61,8 est continue en tout x € R, donc sur R. 


31. Dans l'exemple 27.a), 64,8 est une fonction polynôme de degré 2 donc 


&A,B n’est pas lipschitzienne sur R. 


32. a) D'une part, l'intervalle Z est compact et, d'autre part, l’application w4,p est continue. 
Donc 4,8(1) est compact et donc, le produit cartésien : 


['=IXx TA p(I) est compact. 


b) Puisque L” est compact et que dA est continue, d{ ,(m) me Fe est compact. En 
particulier, il est borné et donc : 


Ro >0|VmeL", da(m) < Ro. 


c) L'application : (m,u) € I’ x B(0,1) + m+v est continue sur le compact LI” x B(0,1), donc 
son image est compacte. En particulier, elle est bornée. En d’autres termes 


il existe À > 0 tel que, pour tout m € l”, on ait : B(m, Ro) C B(0, R). 


33. D'une part, KA (resp. KB) est un compact comme intersection du fermé À et du compact 
B(0,1). De plus, on a : Ka CAC PT (resp. Kg C BC PT, 


De plus, d’après le choix de Ro, pour tout m € [” on a : da(m) < Ro et donc : il existe a € À tel 
que : d(m,a) < Ro. Ainsi : a € B(m, Ro) € B(0,R), ce qui signifie que : a € AN B(0,R) = KA qui 
est donc non vide. De même, on a : Kg £ @. 


KA et KB sont des parties compactes non vides de R? telles que : Ka € Pet KBC PT. 


Considérons x € I et soit y = wA g(x). Alors on sait qu'il existe a € À et b € B tels que : 


da(x,y) = d((x,y),a) = d((x,y),b) = ds(x, y). 
Or, (x, y) € T’ donc d((x, y), a) < Ro et donc : a € K1. De la même façon : b € KB. On peut donc 
écrire : 
dx A(r,y) = dA(x, y) T dg(x,y) FT. dKy (x, y), 


et donc : 


Va el, vAB(x) = y = vKa,ks(&). 


34. Notons Z = (O;1,J) et soient M(xm,ym) et N(æn,yn) deux points distincts de F. Alors le 
coefficient directeur de la corde [M, N] de F est : 


IN M _tan(o ù:a—= RQELAE 
nr En (on, mn) e]-7.2[ 
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Notons Z9 — (O;%, 76). Alors, dans ce repère, le coefficient directeur de la corde [M, N] est : 
tan(a — 4). Or, la courbe l est encore une courbe de fonction pour tout 0 € ]—p, p] si, et seulement si, 
T ne possède aucune corde parallèle à l’axe (O, 7%). Ceci implique d’une part que p € |0, 5 [ et, d'autre 
part, que : 


T T T T 
VO € |-p, p|, 7 <a pe soit: Ÿ J af 
d’où : 
T T 
PR SP 
et donc : 


— cotan(p) < tan & < cotan(p). 


35. D’après 33., on peut supposer que À et B sont compacts. À une translation près, on peut 
aussi supposer que AU B € {(x, y) € R? | x > 0}. Notons alors a; = min Fi : (x,y) € AU BE 


02 = max {x ; (x,y) € AUB}, Bi = min {|y| ; (x, y) € AUB} et B2 = max {|yl| ; (x, y) € AUB}. 


Alors, À est inclus dans le rectangle de sommets A1(a1,/1), A2(a, 1), A3(a, Ba) et Aa, Ba), 
et B est inclus dans le rectangle de sommets B:1(a1,—f1), B2(a2, —-B1), B3(a2,—B2) et Balai, —B2). 


Les droites (O0 A2) et (OB2) séparent les compacts À et B et ont pour coefficients directeurs 


respectifs Bi et En notant p — Arctan L pour tout 0 € ]-p, p|, l'axe (O%) jouant le rôle 
a2 2 a2 


de l’axe des abscisses, l'4 8 est encore le graphe d’une fonction dans le repère 9. Alors, d’après 34. 


&A,8 est lipschitzienne sur I. 


Æ 


A4 A3 


By è—8ñ; 
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Partie IV : Existence d’asymptotes lorsque À et B sont compacts 


36. a) Notons b1 (resp. b2) le sommet supérieur droit (resp. gauche) du rectangle B. Si le point 


m est situé au-dessous de la droite (b1b2), alors l’angle abim est obtus (ou éventuellement droit) donc, 
dans le triangle abim, le côté opposé à cet angle obtus est strictement plus grand que les autres côtés, 
d’où : 

da(m) = d(a,m) > d(b1,m) > dp(m). 


Ainsi, m € l'4,8 : 


T'A4,8 est strictement au-dessus de la droite (b1b2). 


b) Notons di (resp. d2) la médiatrice de [a,b1] (resp. de [a,b2]), («, B) les coordonnées de b2, 
et considérons mo(xo, Yo) € l'A. On distingue trois cas. 


° Sixo > 0, alors : dg(mo) = d(mo,b1) donc mo € 1. 
. Sixo < à, alors dg(mo) = d(mo, b2) donc mo € 2. 


.Sia< xo < 0, alors dg(mo) — d(mo: (b1b2)); donc mo appartient à la parabole P de foyer a 
et de directrice (b1b2). 


On obtient donc le schéma suivant : 


c) Sur ]—-0co, a et sur ]0,+co[, v14,8 est affine, donc elle est dérivable. De plus, sur ]a, 0[, f est 
une fonction polynôme du second degré, donc elle est aussi dérivable. 


Enfin, on sait que, en tout point m d’une parabole de foyer f et de directrice (d), la tangente à la 
parabole est la médiatrice de [f,h], h étant le projeté orthogonal de m sur (d). Ainsi, ans notre cas, 
di (resp. d2) est la tangente à la parabole P au point d’abscisse 0 (resp. a), ce qui implique que w4 8 
est dérivable en 0 et en a. 


Finalement 


&A,B est dérivable sur KR. 


37. Soit m = (x,y) € P. Avec les notations de 28., on sait que l'application ®, est continue et 
s’annule en un unique point qu’on à noté w4,8(x). De plus, d’après 28.e)f) : 


y <pap(x) & PB,(y) > 0 & da(m) — dg(m) > 0. 
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On a donc : 


da(m) > dem) & y <vaB(@). 


38. a) Soient a € A et x € R. Par définition, le point (&, Pa,B(x)) est équidistant de {a} et B, 
d’où, pour tout b € B : 


d{a} (T, Pa,(x)) = dg (x, Pa,g(x)) < d((&,va,s(x)),6) = d{b} (x, Pa,(x)). 


Donc, d’après 87., on obtient : 
Pa,B(T) 2 Pab(x). 


Ceci étant vrai pour tout réel x, on en déduit que : 


Pa,B 2 Pa,b: 


b) +» Puisque pour tout b € B, on à : Pab < Pa,B, AlOTS SUP Paso existe et : 
bEB 


SUP Pa,b < Pa,B: 
bEB 


e De plus, puisque B est fermé et non vide, d’après 7. : 


VzxerkR, 15€EB | d{a}(T; Pa,B(t)) = d((æ,ve,r(2)),8). 


Ainsi : 
Pa,B(T) = Pa,8(T) < SUP Pab(t), 
bEB 


et donc : 
Pa,B < SUP Pa,b- 
bEB 


e Finalement, on a légalité : 


SUP Pa,b — Pa,B: 
bEB 


39. e D'une part, pour tout x € R et tout a € À: 


de(t, Pa, B(t)) = dia} (, Pa,B(t)) > dA(r, Pa,z(x)), 


donc d’après 37. : 
Pa,B(X) > vA,B(&). 


On en déduit donc que : 
Va € À, a,B = SUP Pab ? PA,B: 
beB 


ce qui assure également l’existence de inf (sup Pat) > LA.B- 
aEA \LEB | 


D'autre part, d’après 7., il existe a € À tel que 


dp(x,pa,g(x)) = da(x,va,s(x)) = d((æ,vas(x)),a) = dia} (t,A,B(x)), 


et il s’ensuit que : 


a € À, Pa,B(t) = pAB(x), d'où: Pa,B(x) < PA,B(&). 


On obtient donc : 


inf (sup Put) = PA,B. 
a€ A \beB 
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e Comme en 38., pour tout a € À, tout bE B et tout x € R : 


dus (x, pau(x)) = da(x,pau(x)) < day (tr, vas(x)), 


d’où, d’après 37. : 
PAb(T) < Pab(T)- 


Ainsi, inf Gaw(x) existe et : 
a€A 
PAT) < An Pab(x) d'où: par < ee Pa,b- 


De plus, pour tout x € R et tout bE B : 


a € À | da(z,pav(x)) = d((æ,partx), a). 


donc : 


PAT) = Pab(t) > inf Pab(t) d'où: pas > inf Pa.b; 


et donc : 


PAb = inf Pab. 
a€ A 


Et, comme en 39., pour tout x € R et tout b € B : 


da(x,par(x)) = dx, par(x)) > de(x,pau(x)), 


donc d’après 37. : 
pAb(x) < pA,B(x). 


On en déduit donc que : 
VbE B, LA,b = inf Pa,b < PA,B; 
a€A 


ce qui assure également l’existence de sup (int 2) < PA,B. 
bEB \a€ 


Enfin, toujours d’après 7., il existe b € B tel que 


da(x,pA,B(x)) _ dB(x,vAB(x)) = d((æ,va,8(x)),b) = dux (x, pa,B(x)), 


et il s’ensuit que : 


LL] 


bEB, par(x) = pap(x), d’où:  supyau(x) > pa g(x). 
beB 


On obtient donc : 


sup (ins 7) = PA,B. 
beB \acA 


40. a) Pour tout t € R, l'application 7 : (x,y) € R? + x — ty est continue sur IR?. Puisque À est 
un compact non vide, 7(A) est un compact de R : il possède donc un maximum. On peut donc définir 
le réel : 

t)= max (x — ty). 
OR CE 

Alors, À est inclus dans le demi-plan {(x,y) € ? ; x < ty + p(t)} et il existe (x,y) € A tel que : 

æ— ty = p(t), donc : Z, N À £ S. Par construction, le réel p(t) est unique : 


pour tout t € R, il existe un unique réel p(t) tel que Z s’appuie sur À à droite. 
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b) Puisque À est un compact de R?, il est borné : il existe donc un réel 4 > 0 tel que : 
ACI-k,4] x [-k, El] 
Alors : 
V(x,y) € À, V(St)ER?, x—-ty=x—sy+(s— ty <p(s)+klt—s1. 
Ainsi, p(s) + k[t— s| est un majorant de {x — ty; (x,y) € A}. Par définition de p(t), on à donc : 


pt) <p(s)+klé— sf, d'où:  p()—p(s) <klt— sl. 


De même, en permutant s et t, on obtient 
p{s) — p(t) <ks—t|, 


et donc : 
[p(é) — p(s)| < klt— 5, 


ce qui prouve que 


la fonction p est lipschitzienne sur R. 


c) e Soient deux réels s et t tels que s < t. On a vu en 40)a) qu’il existe (x4,y) € À tel que : 
pt) = xx — ty. Puisque À C P*, on a y > 0 et donc : 


DE) = de — ty < a+ — Sy < p(s), 


ce qui démontre que 


la fonction p est strictement décroissante. 


Comme en 35., considérons le réel strictement positif 5 = min {y : (x, y) € A}. On a donc, pour 
toutteR:-k<r<ketB<y<k. 


e Sit > 0, alors 
—tk< ty <—iB d'où: —k—tk< 2 — ty = p(t) < —k — 16. 


Or: lim (—k—15) = —-c, donc d’après le théorème de majoration : 
t— +00 


a, pl = 20 


e De même, si t < 0, alors : 
—tB< ty <—tk d'où: —k—148 < xs — tyx = pÜt) < —k—tk, 


et, puisque : lim (—k—1f5) = +o, d’après le théorème de minoration : 
——00 


lim p(t) = +oo. 


t— —00 


Ainsi, p étant continue puisque lipschitzienne, on a : p(R) = R et donc 


p est une bijection (strictement décroissante) de R sur R. 
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Al.e On définit de même la fonction g:teR+ cu — ty). On démontre de même que g est 
x,y)E 


lipschitzienne (donc continue) sur R. 


Soient s et { sont deux réels tels que t < 5. On sait qu’il existe (x4,y}) € B tel que : q(t) = x} — ty, 
avec, puisque BC 7, y, < 0. On a alors : 


4 


q(t) = x, — ty < 2 — sy < q(s), 
ce qui prouve que q est strictement croissante. 


+ En posant 8 = max{y; (x,y) € B} <0et k > 0 tel que B C [-k’,k'] x [-k,k], on a pour 
toutteR:-k <a, <k'et —k < y < B'. 


e Sit > 0, alors : 


—k' 15 <a, -ty;, = q(t) <k'+tk! et ; lim (—k'—#6") = +o, 


donc : 


e Et, sit < 0, alors : 


RH < a ty = q(t) SK 48" et lim (k'— #8") = —0, 


donc : 
lim g(t) = —-oo. 


1— —00 


e On en déduit que q est une bijection strictement croissante de R sur R. Il s'ensuit que p — q est 
une bijection strictement décroissante de R sur R. En particulier, il existe un unique to € R tel que 
p(to) — g(to) = 0, d’où on en déduit que : 


il existe une unique droite Z,, = Ô qui s’appuie simultanément sur À et B à droite. 


42. Puisque 6 est fermée et que À et B sont compacts, les intersections 6N A et NB sont compactes, 
non vides par hypothèse, et disjointes puisque À et B le sont. 


Notons a = max {x ; (x,y) € A}, « = min{x; (x,y) € B} et mA le point de 8 N A d’abscisse a, 
msg le point de 6 N B d’abscisse a’. Alors, d’après le choix de a, si a € 0 N À, alors mA € [a,mg] et 
donc 

d(a,;mp) > d(ma,msa). 


De même, si be 6NB, alors mg € [mA1,0b] et donc : 


d(mA,b) > d(ma,ma). 


Parmi les segments inclus dans 6 dont les extrémités sont respectivement sur À et B, 


il en existe un unique de longueur minimale : c’est [m1,mB]. 


43. Une équation de Ô étant : x = ty + p(t), une équation de 0’ est : y = —tx +5. Soit € > 0 
et notons 0! la droite d’équation y = —tx + s+e, b. le symétrique de mA par rapport à 6! ; pour € 
suffisamment petit, b € PT. 


Soit 7 > 0 et notons 6, la droite d’équation : x = ty + p(t) — m, et 7, la portion fermée de 
plan comprise entre à et à,. Puisque B est compact, il existe 7 suffisamment petit tel que 4, NB ne 
contienne pas de points d’ordonnée strictement supérieure à celle de b-:. On considère alors un rectangle 
plein fermé R = R(E,n) dont deux côtés sont portés par Ô et Ô,, l’un des sommets est b. et tel que : 
(BN Pn) CR. 
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e D’après 38.a), on a : 


Vbe B NR, Pm A ,b < PmaR — TA 
re 


et, d’après 36. : 


1 >0,VreR, tr>t1 = mar) = —tt+s+Ee. 


Ainsi : 


1 >0,VbEBNR, VreR, 2221 = Pmab(t) < —tt +s+E. 


eSiB\R = S, alors on a donc démontré que : 


> 0, VER, 22m = past) < Ms +E 


e Supposons maintenant que B \R # S. Alors, par construction de R, pour tout b € B\%R, la 
droite (m4b) n’est pas parallèle à 6; la médiatrice À de [m1,b] n’est donc pas parallèle à 6! : elles 
sont donc sécantes en un point À de coordonnées (xp, yn). 


! 


La demi-droite { étant au-dessus de la demi-droite , On à : 


TETE T>2Th 
VTER, t>Xn = Pmab(t) < tr +S+E. 


En posant 2 — max #}, qui est bien défini car B \ R est compact, on peut écrire : 
bEB\R 


VOEB\R, VreR, t>t2 = Emablt) < —tt+s+e. 
e Ainsi, avec ïzo — Mmax(ær1,%2), on a : 
VbE B,VxeR, 2270 = Ymab(t) < —tt+s8+E, 
et donc, d’après 38.b) : 


VTxEeR, x2>%0 = Pma.B(T) = SUPEmA DT) < —Ét +8 +E. 
beB 


Enfin, d’après 38.a), on obtient : 


VrxeR, x>10o = pAB(T) < Pmap(x) < —tt +s+e. 
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e De la même manière, on démontre qu’il existe x, € R\ tel que : 
VreR, x>26 = pap(x) > —-tx+s—e, 


ce qui permet d’écrire : 


Ve > 0, Ja = max(xo,r0) € RÀ, VreR, x>a— —tr+s-—e<vpan(x) <—ir+s+e, 


c’est-à-dire que 


la médiatrice 4’ de [mA4,m#] est asymptote à F en +oo. 
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